Tangenti a una conica:

il metodo del “Doppio sdoppiamento™
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Sunto
Ecco un metodo alternativo per determinare le tathgeuna conica da un
qualsiasi punto del piano.
Esso consiste nell’applicare 2 volte la formuladioppiamento che si utiliz-
za per determinare le tangenti in un punto appantenalla conica in ogget-
to.
In buona sostanza si utilizza la formula di sdop@iato una prima volta con
lo scopo di determinare, a partire dall’assegnatat@L(x_;y.) da cui biso-
gna tracciare le tangenti ¢ t alla conica, i due punti di tangenzad T,
(che possono essere entrambi coincidenti con L aaplartiene alla conica e
t1 = t,, 0 non esistere affatto se L e interno alla coric@n esistono ng mé
to).
Per determinare infine, a partire da€rl'T,, le tangentiite t possiamo o uti-
lizzare di nuovo, stavolta nel modo consueto, fanfda di sdoppiamento o
semplicemente determinare le rette passanti riggeteénte per i punti L e
T,eperipuntiLe T
E’ possibile implementare con un linguaggio di pesgmazione o ancor piu
agevolmente su un foglio elettronico le formule ,chgartire dall'input co-
stituito dai coefficienti della conica assegnatdafle coordinate del punto
assegnato L, restituiscono i coefficienti delle agjani delle rette tangenti
cercate e le coordinate dei punti di tangenza.
A proposito di circonferenze, ellissi e iperbafifine, & interessante osserva-
re che con questo metodo vengono determinate dactamgenti parallele
all'asse vy, che utilizzando il tradizionale procednto del fascio proprio di
rette di centro L rimangono escluse; per l'iperbabeparticolare, quando il
punto L (diverso dall’'origine O) appartiene a uio ssintoto si evita la “fal-
sa tangente” costituita dall'asintoto stesso clede viene erroneamente ri-
levata dal metodo tradizionale (chiamarla, comesai farefangente impro-
pria € una contraddizione in termini, visto che nangel’iperbole in alcun
punto reale, ma nel virtuafgnto all'infinito).

! E’ possibile sperimentare il metodo tramite unlggzione VBA-Excel
allindirizzo http://www.istitutostaffa.it/document.html




Per fissare le idee riferiamoci a un esempio cdocrdata la parabola
P:y=-x*+ 6x — 5 ed il punto L(3/2; 2) determinare le tantj a® pas-
santi per L.

1. Data la parabola®: y = axX’ + bx + c e il punto L(x ; y.) determinare
gli eventuali punti di tangenza Ti(Xo1; Yo1) € To(Xoz, Yoo) tra P e le
tangenti t; e , passanti per L.

La formula di sdoppiamento

Y*Yo X+ X

t: =axx, +b

+C (1.2)

fornisce la tangente in un punto F.(%), a noi incognito, appartenentéa

Se in tale equazione sostituiamo x e y con le déoate del punto L in nostro
possesso imponiamo la condizione che la tangeniee wogliamo, passi per
L, e otteniamo un’equazione di 1° grado nelle imitEgx, € W esprimente y
in funzione di x: essa rappresenta la cosiddetta “Polare” dellalbjoda ri-
spetto al punto L, cioé la retta passante per figlinangenza con la conica
delle tangenti condotte da L (se esse esistono).

3
+ 0
p2tYo_ 3, 162 " 5 (1.2)
2 2
da cui I'equazione della polare
Yo=3%—3 (1.3)

Imponiamo ora la condizione che §(¥o) appartenga & : sostituendo
nell’equazioneP: y=- x*+ 6x =5 x con e y con y, 0 meglio con la sua
espressione (1.3) contenentg, otteniamo un’equazione di 2° grado
nellincognita %, risolvendo la quale avremo:

[) 2 valori distinti di %, Cioé %; € %, € i corrispondenti 2 valori distinti di
Yo, CiO€ Y1 € W, (L esterno & : 2 punti di tangenza distintiy[Xos; Yo1) €
Ta(Xo2; Yoz) In corrispondenza delle 2 tangenti distifeett, passanti

erL);

1)) gvalt))ri coincidenti di x e i corrispondenti 2 valori coincidenti dj gL
appartenente ® e coincidenteon il solo punto di tangenza (o) re-
lativo all’'unica tangente t passante per IL) ;

[II) nessun valore dixné dunque dig(L interno a¥ : nessun punto di tan-
genza perché non esiste nessuna tangente passahje p



Il procedimento ora descritto equivale praticamentesolvere il sistema tra
la conica e la sua polare rispetto a L, determioaasi gli eventuali punti di
tangenza.

3x, ~3=-X,” +6x, -5 (1.4)
Yo =3X, -3
da cui i 2 punti di tangenza
Xo1 =1 Xgp =2
Tl{ o Y% TZ{ 02 (1.5)
Y01 =0 Yoz =3

2. Utilizzando nel modo usuale la formula di sdoppiamato determina-
reletangentiin T, e T, a?®.

La formula di sdoppiamento (1.1) applicat®,al, e T, ci fornisce le cerca-

te tangenti alla conica passanti per il punto L.

ty: Y;'3=_2X+6XT+2—5 cioep:y=2x-1 (2.2)

Generalizzando quanto esposto nei paragrafi pretede

3. Il metodo del “Doppio Sdoppiamento”

Dati L(x_; y.) e®P: y = aX + bx + c:

I) cerchiamo gli eventuali punti di tangenzgXb:; Yo1) € To(Xoz; Yo2)-

A tale scopo sostituiamo nella formula di sdoppiatog1.1) x e y con xe
[

t: yL—;yO =ax, X, +pXe X0 ¢ (3.1)
da cui I'equazione della polare della parabolagtispa L

v, =(2ax_ +b)x, +(bx, -y, + 2) (3.2)
Posti

f= 2ax_+b (3.3)
g=bx, -y +2 (3.4)

possiamo riscrivere la (3.2) nella forma semplifica
Yo =X, +0 (3.5)



Quindi risolviamo il sistema di 2° grado
{yo :aX02 +bX0 +C
Yo =fXo +0
che dopo la sostituzione diventa
{axo2 +(b=f)x, +c—g=0
Yo =fXo +g
cioe, ricordando la (3.3)
{axo2 - 2ax, X, +c-g=0
Yo =fxo +9
Risolvendo con formula ridotta I'equazione di 2ady otteniamo

(3.6)
(3.7)

(3.8)

% =(ax )* —ac+ag (3.9)

\/Z
+ V4 per i=1,2 (3.10)

a
Yoi =fXgi +0

II) Determiniamo le eventuali tangenii¢ t con la formula dello sdoppia-
mento.

e dunque

Xoi

|:XL

t; :MzaxxOi +bL2X°i+c per i=1,2 (3.11)
da cui

t; :y:(2axOi + b)x +bX, — Yo +2C per i=1,2 13)
Posti

m; = 2ax, +b per=1, 2 (3.13)
g, =bxy —yy + 2 per i=1,2 (3.14)
possiamo riscrivere la (3.12) nella forma semgaitfic

try=m;x+q per i=1,2 (3.15)

4. Implementazione su foglio elettronico

Bastera implementare il procedimento del doppigp@omento utilizzando
le formule descritte nel paragrafo precedenteahtignlare:

I) preparare 5 celle di input chiamandole a, xL¢yL;



II) nelle celle preventivamente denominate f, dgfajex01, y01, x02, y02
calcolare le formule, rispettivamente, (3.3), (3(3)9), (3.10). Nella formula
relativa al discriminante ridotto prevedere uniigibne condizionale
“=se(....)" che, in caso di valore negativo , mamdoutput il messaggio “Il
punto L € interno alla parabola: tangenti inesisten

) preparare 4 celle di output denominate m1,m2, g2 in cui calcolare le
formule, rispettivamente, (3.13) e (3.14).

5. Il metodo del “Doppio Sdoppiamento” per I ellise in forma canoni-

ca riferita ai propri assi di simmetria

2 2
Data I'ellisse riferita ai propri aséi x_2 +y—2 =1 ed il punto L(x; y.)
a

I) cerchiamo gli eventuali punti di tangenzgXb:; Yo1) € To(Xoz; Yo2)-
Consideriamo, in prima ipotesi, il cagg #0.
Sostituendo nella formula di sdoppiamento delsii x e y conxe y otte-
niamo

CXoXL | YoV _
da cui I'equazione della polare dell’ellisse rigpet L
o= B Xy, 4 B (52)
’ a’y, ° YL .
Posti
_ P
f=-= L (5.3)
avy,
2
=2 (5.4)
YL
possiamo riscrivere la (5.2) nella forma semplifica
Yo =X, +9 (5.5)
Quindi risolviamo il sistema di 2° grado
X', Yo' _
a? B’ (5.6)
Yo =X, +9

che dopo la sostituzione diventa



(Bz +O(2f2)><02 +202fgx, +a2g? —a?B? =0 57)
Yo =fXo+g ‘

Risolvendo con formula ridotta lI'equazione di 2ady otteniamo
%zazﬁz(ﬁz+a2f2—gz) (5.8)
e dunque
-a’fg+ \/E
Xoi :W per i=1,2 (5.9)
Yo =X +

Se invecey, =0la (5.1) diventa

XXy _
t.?—l (5.10)
da cui l'equazione della polare dell’ellisse rigpeta L risulta essere
2
a
Xo=7—— (b1
XL

Quindi risolviamo il sistema di 2° grado

2 2
X_O +yL =1
GZ BZ
(5.12)
x =
0 X|_
che dopo la sostituzione diventa
2
a
3/02 :Bz[l__x ZJ
- (5.13)
« =9
0 X|_




per i=1,2 (5.14)
2 a’
Yo =% (B [1_—2]
XL
Si noti che, essendy, =0, la condizione di esistenza della frazione,

x, #0, equivale a escludere che L coincida con il cedtrsimmetria df;:

cio é certamente lecito visto che non esistonoerti@ un’ellisse che passi-
no per il suo centro di simmetria; analogamenta sarificata la condizione
di esistenza del radicale,a <x,, purché il punto L non sia interno

all'ellisse.

II) Determiniamo le eventuali tangeniie¢ & con la formula dello sdoppia-
mento.

t :Xo—izx+%:1 per i=1,2 (5.15)
a

da cui

t :B2Xy X +a’y,y—a’p* =0 per i=1,2 (5.16)

Posti

a, :BZXOi per i=1,2

(5.17)

b, =a’y,, erpi=1,2 (5.18)

¢, =-a’p? rpé=1, 2 (5.19)

possiamo riscrivere la (5.16) nella forma semiféc
t :ax+by+c =0 per i=1,2 G)2

6. Il metodo del “Doppio Sdoppiamento” per la circaferenza
Data la circonferenz&@: x? +y? +ax + By +y=0 ed il punto L(x; y.)
I) cerchiamo gli eventuali punti di tangenzgXb:; Yo1) € To(Xoz; Yo2)-



B

Consideriamo, in prima ipotesi, il cagQ # — >

Sostituendo nella formula di sdoppiamento dellaatiferenza x e y con
y. otteniamo

Exgx, +Yoy, +a 0 b+ I 4y=0 (6.1
da cui I'equazione della polare della circonfererizpetto a L
2X, +a ox, + +2
yo —— L XO _ L ByL y (62)
2y, +B 2y, +B
Posti
o _2X *d 6.3)
2y, +p
ox, + +2
g - - L ByL y (64)
2y, +B
possiamo riscrivere la (6.2) nella forma semplifica
Yo =X, +9 (6.5)
Quindi risolviamo il sistema di 2° grado
{on +Yo° +0aXo +By, +y=0 (6.6)
Yo =fxo +g
che dopo la sostituzione diventa
{(1+f2)X02+(2fg+a+Bf)X0+gz+Bg+y:0 6.7)
Yo =fxo *+g

Chiamati a, b, c i 3 coefficienti dell'equazionsaivente, cerchiamo le even-
tuali soluzioni reali del sistema, chiamandole, eahsolito

Xoi -
per i=1,2 (6.8)
Yoi

Se invecey, = —% la (6.1) diventa

t:4xX, + 20X, +20x, —B* +4y=0 (6.9)

da cui I'equazione della polare della circonferengzpetto a L risulta essere
2 _ -

Xo :M (610)

4x, +2a



S . — a :
Si noti che, essendyp, = —%, la condizione di esistenzq # 5 equiva-
le a escludere che L coincida con il centr€®dcio & certamente lecito visto
che non esistono tangenti a una circonferenza assn per il suo centro.

Infine risolviamo il sistema di 2° grado
“ = B% -2ax, —4y

0 4x, + 20 (6.11)
y02 +By, +X02 +ax, +y=0

Chiamatia=1,b$,c= xo2 +0X, +Yy i 3 coefficienti dell’'equazione ri-
solvente con incognitagycerchiamo le eventuali soluzioni reali del sistem
chiamandole, come al solito

{Xm -

per i=1,2 (6.12)
Yoi
II) Determiniamo le eventuali tangeniieé t con la formula dello sdoppia-
mento.
oi X +By0i Yy,

X
L Xg X +Ygy +0a 5 5

y=0 per i=1,2 (6.13)
da cui
t:(2xg +a)x + (2yq +Bly +0oxg +Byg +2y=0 per i=1,2  (6.14)
Posti

a; =2Xy ta per=1, 2 (6.15)
b, =2y, +B per=1, 2 (6.16)
C, =0Xy +Byy *+2y per i=1,2 (6.17)

possiamo riscrivere la (6.14) nella forma semiféc
t :ax+by+c =0 per i=1,2 @®1

7. 1l metodo del “Doppio Sdoppiamento” per I ipertole in forma ca-
nonica riferita ai propri assi di simmetria



Risolviamo il caso delle tangenti condotte dal punfx, ; y,) all'iperbole in
2 2

y _

forma canonica riferita ai propri asd: —Z—F—l; in modo analogo si
a

trattera il caso di iperbole con asse trasverstcade.

I) cerchiamo gli eventuali punti di tangenzgXbs; Yo1) € To(Xoz; Yo2)-
Consideriamo, in prima ipotesi, il cagg #0.

Sostituendo nella formula di sdoppiamento delbski x e y conxe y otte-
niamo

CXoXL YoV _
da cui I'equazione della polare dell'iperbole rigpea L
B%x, B?
0= 2 Xo T~ (7.2)
avy, YL
Posti
2
f= BZA (7.3)
avy,
2
g=-2- (7.4)
YL
possiamo riscrivere la (5.2) nella forma semplifica
Yo =X, +g (7.5)
Quindi risolviamo il sistema di 2° grado
X' Yo' _
a> B (7.6)
Yo =fxo *+g

che dopo la sostituzione diventa

{ (Bz —0(2f2)><02 ~ 2a2fgx, —a’g? —a B2 =0
Yo =X, +9

Se il punto L appartiene a un asintoto dell'ipeebelsolo in tal caso, la pri-

ma equazione ha coefficiente direttore O ed iksist & di 1° grado, con so-
luzione

(7.7)



o = 9 +P°
01—
2fg
Yor =fXo1 +0
Cio é coerente con l'esistenza, in tal caso, disoha tangente all'iperbole.

Se L non appartiene a nessuno dei due asintogc@wisolvendo con for-
mula ridotta I'equazione di 2° grado otteniamo

%=O(2[32([32—0(2f2+gz) (7.8)
e, se tale numero & maggiore uguale di 0, le smiuzi
a’fg + \/Z
X, = 14
0i Bz —a 2

Yoi =fXqi +0

per i=1,2 (7.9)

Se invecey, =0Ila (7.1) diventa

XoX
t: °—2L = (7.10)
a
da cui I'equazione della polare della circonfererigpetto a L risulta essere
2
Xo =" @1
XL
Quindi risolviamo il sistema di 2° grado
on _ )/o2 _
ot B
(7.12)
x =L
0 X|_
che dopo la sostituzione diventa
2
a
3/02 :Bz[_x > _1J
L (7.13)
x =
0 X|_




per i=1,2 (7.14)

Si noti che, essendy, =0, la condizione di esistenza della frazione,

x, #0, equivale a escludere che L coincida con il cedirsimmetria diJ

ossia con l'origine O(caso gia discusso); analogamente sara verifieata |
condizione di esistenza del radicale,> x, , purché il punto L non sia in-

terno ai rami dell'iperbole.

II) Determiniamo le eventuali tangenti¢ t con la formula dello sdoppia-
mento.

X i X i .

t :#—%zl per i=1,2 (7.15)
da cui

t B*Xy X —0’y,y—a’B®=0 per i=1,2 (7.16)
Posti

a :|32X0i per i=1,2
(7.17)

b, =-a’y, pér 1, 2 (7.18)
¢, =-a’p? rpé=1, 2 (7.19)

possiamo riscrivere la (5.16) nella forma sempdiféc
t ;ax+by+c =0 per i=1,2 @2

8. Il metodo del “Doppio Sdoppiamento” per una gengca conica
Risolviamo il caso delle tangenti condotte dal pungx, ; y,) alla conica

C: ax? + 2Bxy +yy? +20x + 26y +L =0
I) Cerchiamo gli eventuali punti di tangenz#Xbi; Vo) € To(Xo2; Yo2).

Sostituendo nella formula di sdoppiamento dellaigan e y con xe y ot-
teniamo



t:aXLXO+ZBXLyO—;yLXO+WLyO++26X0;XL +2€y0;y|‘ +7=0

(8.1)
da cui I'equazione implicita della polare della wanrispetto a L
(ax, +By, +8)x, +(Bx, +yy, +€)y, +0x,_+ey, +=0. (8.2)
Chiamati ap, bp e cp i tre coefficienti di taletagt
se bp£0
ne rendiamo esplicita I'equazione e, posti
=—ap/bp (8.3)
g=-—cp/bp (8.4)
otteniamo
Yo =X, *9Q (8.5)
Quindi risolviamo il sistema di 2° grado
{axoz +2BXoYo + Vo * 28X, + 28y + =0 (8.6)
Yo =fxo +g
che dopo la sostituzione diventa
{(OHZBf+vf2)XS+2(Bg+vfg+5+sf)xo+vg2+2£g+Z=0 67
Yo =X, +0

Se la prima equazione ha coefficiente direttorel @ sistema é di 1° grado,
cioé se la conica € un iperbole e il punto L ap@aeta un suo asintoto (e-
scluso il caso in cui anche il secondo coefficiesigenullo, per il quale non
esistono tangenti alla curva) si ottiene I'unichuzimne

__ Y9®+2eg+T
Xo1 =~
Z(Bg +yfg +6+sf) (8.8)
Yor =fXp1 +0

esiste cioe una sola tangente all'iperbole.

In tutti gli altri casi, invece, dopo aver denommas, 2bs e cs i tre coeffi-
cienti dell'equazione di 2° grado del sistema (&igplvendo con formula
ridotta otteniamo

%zbs2 —as*cs (8.9)

A .
e, sezz 0, le soluzioni



\/Z
-bst,|—
Xg =—— % per i=12 (8.10)

i as
Yo =g +0

Se invecedp = 0(escluso il caso in cui anche ap = 0, nel qualeudvo non
esistono tangenti), ossia se la polare é parallBtsse y, si ricava immedia-
tamente

X01=X02=_Z_E (8.11)
e dunque risolviamo il sistema di 2° grado

aXo” +2BX Yo + Yo~ + 20X, + 28y, +{ =0

_cp (8.12)

ap
ottenendo, dopo la sostituzione,
2
Wo? +2(s—89jyo +a P -25Piz=0
ap

ap’ ap

X =

(8.13)
X, =-CP

ap
Sey =0 ed il sistema € di 1° grado, cioe se la coaica iperbole e il punto
L appartiene a un suo asintoto (escludendo di nilozaso in cui anche il
secondo coefficiente sia nullo, per il quale noisteso tangenti alla curva),
come nel precedente caso (8.8), si ottiene I'usatazione

-_Cp

ap

Xo1

2
aP 5P (8.14)
ap

Yo1 = ay
le-
ap

In tutti gli altri casi, invece, dopo aver denonimat, 2bt e ct i tre coeffi-
cienti dell'equazione di 2° grado del sistema (B.fi8olvendo con formula
ridotta otteniamo




% =bt? —at*ct (8.15)

A .
e, SeZ, >0, le soluzioni.

cp
Xy =——
Oi ap
A per i=1,2 (8.16)
Yoi T at

II) Determiniamo le eventuali tangenii¢ & con la formula dello sdoppia-
mento.

+ + +
ti :GXOiX+ZBL2XOy+WOy+26X 2X0 +28y 2y0 +Z:O

per i=1,2
(8.17)

da cui
t; 5(0(X0i +Bygi + 6))( + (WOi +BXg; + s)y +O0Xg +EYq +{=0

per i=1,2 (8.18)
Posti
a; =0Xxy +Byy +90 per i=1,2
(8.19)
bi =Vyo +BXq +€ per i=1,2 (8.20)
C, =0Xy +EYy +20 per i=1,2 (8.21)

possiamo riscrivere la (8.18) nella forma semgaitfic
t :ax+by+c =0 per i=1,2 (8.22)



